OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala, Bragov, februarie 2010
Clasa a X-a
Solutii si bareme

SUBIECTUL I

1. Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica, avem:
a+a+..+a+b+b+..+b+c+c+..+c

b ori cori a ori > a+b+c/abbcca ..... 3p
a+b+c

2. Utilizand monotonia funtiei logaritmice pentru a, b, c > 2 si inegalitatea de

la punctul 1., se obtine log, “l;ibgrcca > log, ”H\/c abbece, log, “Z"_’Fb;:f“ >

g, “T"Va bb“c” log, abtbetea > joo TR/ gbbeca............ 1p

a-+b+c
Insumand aceste inegalitati, se obtine:

| ab—&—bc—i—ca+l ab+bc+ca+ ab+bc+ca> 1
o) 0 o) .
& 8o a+b+c Be a+b+c T a+bitc

¢ a+b+ec

[(a+b+c)+ (alog, c+ clog, b+ blog, a) + (clog, b+ alog, ¢ + blog, a)]

Aplicand din nou inegalitatea dintre media aritmetica i media geometrica,
avem:

alog, c+ clog. b+ blogba
a+b+c

> “*+¢/log, clog.blog,a = 1,

deci, alog, c+ clog. b+ blogya > a+b+c.
Analog, clog, b+ alog, c+blog,a > a+ b+ ¢, iar de aici rezulta

ab+bc+ca ab+bc+ca ab+bc+ca
IOga m + IOgb W + 1Ogc m > 3..... 3p
SUBIECTUL I1
o 2?2 —20 42, x<1 9 9
1. Se observa f(x) = { |- VT, » > DPentrucd filt)=t"—2t+2

este strict descrescitoare pe (—oo,1] si fa(t) = 1 — V/t este strict de-



scresciatoare pe (1,00). Deci, f(R) = (—00,0) U [1,00), iar f nu e surjec-
tivi. Funtia f este strict descrescitoare pe ramuri, f((—ooc,1]) = [1,00),

f((l,oo)) = (—00,0), deci f injectivi.....2p

2. Se analizeaza cazurile:

1) k>-1; g(R) = (—00,0) Uk +1,00) si 1 +k > 0, deci, g nu e

surjectiva

2) k<-1;9R)=(—00,00U[k+1,00) si 1+k < 0, deci g nu e injectiva
3) k=-1;1+k < 0; g(R) = R deci g surjectiva si g((—o0, 1]) = [0, 00),

g((L oo)) = (—00,0), deci g injectiva. Astfel, g bijectiva.....3p

59 R Regle) = { 1071 TS =gt
) y=@@-1*z=1-y
2) y=1-vz,ox=~1-y)’
Deci gl(x):{ 21_—\2%, iig ...... 2p

SUBIECTUL III
Presupunem ca exista z1, 22, 23 € C* astfel incat:

z z z z z 2 21| 22| |2
3=13i|= |2+ 24+ 2 < |2+ 2] +|2| <3¢ ﬂ@@;g
2 z3 a1 |22| |z| |= |22] 23] |21]
Deci, |z1| = |22] = |2z3| = 7. 2p
Vom avea: z, = r(costy + isinty), k= 1,2,3.
Atunci:

COS(tl —tg)—l—COS(tg —t3)+COS(t3—t1)+i[Sin(t1 —t2)+sin(t2 —t3)+sin(t3 —t1)] = 31,

de unde

cos(t; — ta) + cos(ta — t3) + cos(ts —t1) =0,
sin(tq — t2) +sin(ty — t3) +sin(ts —t1) = 3.

Din cea de a doua relatie avem sin(t; — t3) = sin(te — t3) = sin(t3 — t1) = 1, iar

de aici,
to—ty = (—l)kg—Hm, keZ
to —tz3 = (—l)pg—l—pﬂ', peZ
t3—t; = (—1)qg+q7r, q€E.......... 3p

Adunand aceste relatii, obtinem:

0=[(-D" + (=1 + (-1 + (p+k+ )7



- () + (1 4 (11
2

+p+qg+k=0,

CHMHCDPHEDT

imposibil deoarece (—1)* 4+ (—1)? + (—1)? este impar si
este numar intreg......2p

Presupunerea facuta este falsa, deci nu exista zq, 20,23 € C* cu proprietatea
ceruta.

SUBIECTUL IV

In demonstratie vom folosi observatiile evidente 23% = My 41, 2351 = M, +2,
23k42 = M, +4,Vk € N.....1p

Vom tine cont ca 131023 = 7- 18717 + 4, iar restul Impartirii unui patrat perfect
la 7 nu poate fi decat 0, 1, 2 sau 4. ....2p

Evident ca ¢ = 3k nu poate fi solutie a problemei.....1p

Daci ¢ = 3k+1, atunci p? = 29131023 = M7;+2—4 = My+5, imposibil......1p
Daci ¢ = 3k + 2, atunci p? = 29 — 131023 = M7 + 4 — 4 = M. Deci, p este
multiplu de 7. Dar p nr prim, rezulta p = 7. Astfel, 29 = 131023 + 49, deci



